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Lions [3] a construit une theorie des semi-groupes distributions d’opera- 
teurs dans un espace de Banach et il a dtfini le gCnCrateur d’un tel semi- 
groupe qui est necessairement un operateur lineaire, ferme, 8 domaine dense. 
De plus, pour le cas d’un semi-groupe distribution a croissance exponentielle 
il a don& la suivante caracterisation spectrale pour son generateur: 
- l’operateur A, ferme et a domaine dense dans l’espace de Banach E, est 
le gCnCrateur d’un semi-groupe distribution a croissance exponentielle si et 
seulement si l’optrateur R(X; A) existe dans un demi-plan A = (A j Re X 3 a} 
et y admet une majoration de la forme: 
II W 4 < POKI h I)- (1) 
Recemment Chazarain [I] a reussi a caracteriser du point de vue spectral 
le generateur de tout semi-groupe distribution: 
- l’operateur A, ferme et 5 domaine dense dans l’espace de Banach E, est 
le generateur d’un semi-groupe distribution si et seulement si R(h; A) existe 
dans une region logarithmique de degre < 1: 
et admet dans cette region la majoration (1). 
Ce rtsultat, pour le cas d’operateurs, generateurs des semi-groupes distribu- 
tions d’operateurs normaux a CtC obtenu par Foiaa [2] qui de plus, en Ctudiant 
les generateurs des semi-groupes distributions d’operateurs normaux d’ordre 
fini w de croissancel, 1 < w < + 00, a Ctablit que ceux-ci se caracterisent 
1 Une distribution vectorielle 6 a valeurs dans I’espace d’optrateurs -Y(E), nulle 
pour t < 0, est d’ordre de croissance <w, 1 < w < + 00 si exp(-(I + ta)o’e)8 
est une distribution vectorielle temperke, pour un certain 7, 0 < 7 < + 03 (on va 
designer par Y[P(E)] I’espace de distributions vectorielles temperkes). 
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par le fait que R(X; A) existe dans une region logarithmique de 
degre <e = (w - 1)/w: 
Le but de cette note est la generalisation de ce dernier resultat a tout semi- 
groupe distribution d’ordre fini de croissance, interpolant aussi a ce cas 
intermediaire les resultats de J. L. Lions et de J. Chazarain. 
Nous allons ainsi demontrer le : 
THBORBME. L’operateur A, fermi et d domaine dense D darts l’espace de 
Banach E, est le gt%rateur d’un semi-groupe distribution d’ordre de crois- 
sance +I, 1 < w < + co si et seulement si R(h; A) existe dans une region 
logarithmique de degre <F = ( w - 1)/w et admet une majoration de la forme 
(1) dans cette region. 
Pour dtmontrer le thtoreme nous adopterons les methodes de J. Chazarain; 
de plus nous utiliserons les faits suivants Ctablis dans [2] : 
LEMME 1. Pour tout T, 0 < T < + cx et W, 1 < w < + co il existe des 
constantes C’, c”, c’, c” > 0 dependant de r et de w, telles que : 
s 
a 
@fe-+‘J dt < Creexdw-l) pour s E Rf. 
0 
LEMME 2. Soit A une region logarithmique de degre’ <e, 0 < e < 1; 
il existe les constantes r, C > 0 telles que pour tout Q E Corn(R) et h E CA on a : 
II f f i  e”“e-+“v(t) dt 1 < C 11 r+~ /I1 oti 1 w =l--c-’ (3) 0 
([2, Lemme 2.3, Sec. 21, on a designe’par : 
Remarquons que si d est un semi-groupe distribution d’ordre de crois- 
sance <w (on peut supposer w entier >l) on peut prolonger d a l’espace 
9” des fonctions indefiniment differentiables de la forme p)(t) = e-@+(t), 
avec 4 E Y (I’espace des fonctions indefinimeht differentiables B croissance 
lente). On va munir cet espace de la topologie qui fait de l’application 
# -+ e-Tto#, * E L$ un isomorphisme de 9 sur 9+. On peut faire le pro- 
longement car si ‘p E Corn(R) on peut toujours Ccrire : 
c?(v) = (e-Tfm&) (eTt”p)) 
et par hypothese e-7tw& est dans Y[S?(E)]. 
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Nous allons dksigner cette nouvelle application linkaire et continue de .FT 
dans Z(E) encore par 8 et du fait que 8 E 9[9-; 6p(E, II)] [3], il s’ensuit que 
a(,) x E D pour tout x E E et v E .TP. 
Soit g prksent Sz une fonction indkfiniment diffkentiable telle que pour 
toute fonction p indkfiniment diffkrentiable ?I support limit6 g gauche, Cgale A 
1 pour t > - E, E > 0, on a : eTtwpQ E 2. 
Dans ce cas pQ E 9 et on peut dCfinir b(G) = S(pf2) et ceci est indC- 
pendant du choix de p avec les propriC& mention&es. 
Dt!monstration du thborkme. Soit 8 un semi-groupe d’ordre de crois- 
sance <W (ou w est un entier 1 < w < + 00) et soit A son gkntrateur. 
Soit : 
(&) = e-‘twe-(l+in) t. 
C’est evident que eTtwpv,, E 9 et done b(~~) est dkfini. Soit : 
Oh 
@n,(- 4 
On a : 
= 
e-At n 
s 
eAsvn(s) ds 
o,(t) = 
&- 4 
=I 
m 
m eASv,,(s) ds = e(~-l)se-tsw ds oG h = 5 + i7. 
0 0 
d@,(t) -= %,W 
dt - wo - @J- A) 3 (3) 
O,(O) =. 1 et de plus eTtwpO, E 2, car : 
lim(tkegtwO,(t)) < + Co 
t-m 
et les dCrivCes de 0, s’exprime par 
@y’(t) = (- 1)‘” h%,(t) + 
(- l)k P’lp&) + (- l)“-1 A”-2ql,,‘(t) 
@?I- 4 @n(- 4 
(4) 
+ . . . 
&l’(t) 
--. 
@n,(- 4. 
Done &(a,,) est dkfini. 
J.L. Lions a dCmontrC dans [3] que d vCrifie les equations 
(&-A)*tF=iS@IE et d*(--$--A)=S@I, (5) 
pour tout v E C,“(R). 
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C’est evident que les equations (5) seront vCrifiees aussi sur YT par le 
prolongement de 8, done aussi pour la fonction 0,; on obtient ainsi : 
My @A) - A&( @A) = @t(O) IE - &%I) . @ 11 (- A)’ 
Xb(OJ ) 
D 
- &(O,) A = O,(O)I, - $+ 1 ; 
n D 
d’oh il s’ensuit que 
et 
(AZ - A) a(@,) = IE - p& 
11 
b(O,)(AI-A)=(J,-~)~D. 
(6) 
n 
Ainsi R(h; A) existe si (IE - S(w)/@J- h))-1 existe, done en particulier si : 
(7) 
Mais il existe un entier n tel que : 
II ~(pJ11 = Il(e-Lt”4 (eLt”m411 < C II eLtwfs lh G CO + I 7 I) 
et comme d’apres le premier lemme on a : 
on(- A) > C’&(C-lPi(w-l) si E> 1, 
on trouve que I’inCgalitC (7) est vraie si X = 5 + ;I, verifie 
1 +1771n <<K 
ec'(~-l)w-' ' ( l&g,, 
done aussi si : ) 7 \“~&“‘o-’ < K’ et [ >, to > 1 (ou a = n/c et K’, &, sont 
convenablement choisis) ce qui defini une region logarithmique rl de 
degrt <rY, oh e = (w - 1)/w. 
Ainsi l’operateur IE - B(cp,)/@,,(- h) est invertible dans P(E) pour 
X E (1 et on a Cvidemment 
I/( IE - aq- A) 
g(%) -’ i G 2. 
1 I ’ I 
alors, wu (6), R(X; A) existe pour h E (1 et il s’exprime par : 
R(h; A) = b(0,) (I, - g&)-l = [(I, - g&J 1,1-l a@,)- 
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Pour demontrer 1’inCgalitC (1) il nous reste a majorer Ij &+(O,,)ll . On a 
II Eli = II(e-T’w4 (e+pO,)II 9 C II e”“p@, Ijn,(o.+a) 
= ,,;f,p $0 + I t I”) (e+%(t))(“) I . 
o& 
Mais Ol,“) est don& par (4) et pour X E A, 
l< l 
mx) ec'(so-lPI~-~ <1 
ts;;fm) I t++%~)(t)l d C(l + I7 I”) 
et 
sup I tjertWA(t)l < M, 
tE(O,+m) 
(oti M est independante de A, car 
$15 I tiectwO,(t)l = 0 
uniformement en A); done : 
II S(@A)ll < P4 x I>* 
Soit B present, pour demontrer la deuxieme pat-tie du theoreme, un opera- 
teur A avec les proprietes Cnoncees et soit : 
r = {A = E + i7 I 5 = (a In I 7 I + BY; 5 3 &J 
la frontier-e du domaine logarithmique A de degre <e donne et 
To = {A = E + i7 I E = 01 In I 7 I + B, t b toI 
la front&e du domaine logarithmique de degre < 1 : 
Nous allons definir : 
qp) = J R(X; A) q- A) g , 9J E GrnW, 
J-0 
Oh 
@(- A) = f, eASp(s) ds, 
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comme dans [1] oti J. Chazarain a demontre que d ainsi d&i est un semi- 
groupe distribution de generateur A. 11 nous reste B demontrer que C est 
d’ordre de croissance &J = l/(1 - e). E n ce but nous allons Ctablir que kp 
est donne aussi par : 
fait qui resulte du thtorlme de Cauchy si on demontre que : 
oh M et M,, sont les points d’intersection de r et de T, avec la paralltle 
7) = r), a l’axe 4. 
On a : 
q- A) = q / &$+*)(t) dt 
R 
pour tout Q E Corn(R) avec supp v C (- co; a], a > 0 et tout entier 4 > 0. 
Alors : 
(p est le degre du polynome majorant R(X; A) dans (1), d’ou il resulte : 
si q est tel que s = 4 - p - SOL > 0. 
Nous allons &valuer l’expression : 
pour v E C,*(R) et p deja de&i. 
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Le Lemme 2 nous donne l’existence des constantes C et T telles que pour 
toutg,EC,“(R)ethETona: 
Is 
fm 
ecTt”eAtp(t) v(t) dt = 
0 I Is 
+m e-+eAtq(t) dt j < Co 11 v iI1 . 
0 
Mais si 5 > 0, on a toujours : 
IS 
0 
-cc 
eAte-+‘p(t) y,(t) dt 1 G Cl II P II1 
(oh C, est indkpendente de v) done : 
Is 
f” 
-03 eAst+“p(t) p)(t) dt j < C II 9 II1 , 
d’oh en intkgrant par parties, on trouve que : 
1 Ftm eAte-@p(t) v(t) dt ) 
I J-m 
1 ~ 111 eAt(emTt”p(t) QJ,(V”’ dt ( 
+JJ” $te-+‘ajW[tp(t) f(t)](j) dt 3 m I (9) 
eAte-rp2tW (p/2@‘@)) [p(t) v(t)](j) dt 
I 
Alors (8) devient : 
Mais la convergence de l’inttgrale Jr (d ) h I)/(\ /\ 1”) est, Cquivalente B celle 
de l’intkgrale SF0 (d 1 h I)/(] h Is), done B I’intCgrale sI dq/qs (on prend 7 
comme paramktre sur r, [2]) et alors si 4 est tel que q - p > 1 on aura: 
et ainsi on a ktabli que e- Tt”& est une distribution temper&e. 
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